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I. Вступ
Математика має велике значення в житті людини. Однією зі сфер застосування математики є використання методів геометрії для визначення площ різноманітних фігур. Квадратура в геометрії – задача, що полягає в побудові квадрата, що рівновеликого за площею до заданого круга, за допомогою циркуля і лінійки без поділок.
Я вибрав для роботи найцікавіші задачі – задачі визначення площ геометричних фігур різноманітними методами. Мені хотілося застосувати свої знання з геометрії для визначення площ.
II. Основна частина
1. Історія розвитку квадратури геометричних фігур
Побудувати циркулем і лінійкою без поділок квадрат, рівновеликий заданому кругу, і тим самим точно обчислити площу круга намагалися стародавні греки.
Один з підходів до розв’язування цієї задачі обрав автор першого систематичного твору з геометрії давньогрецький геометр Гіппократ з острова Хіос (південна частина Егейського моря), який жив у V ст. до н.е. 
Гіппократ перший довів, що площі двох кругів відносяться як квадрати їхніх діаметрів, встановив так звані Гіппократові серпки. Досліджував проблему квадратури круга, яку розв'язати не зміг.
Зауважимо, що був ще один відомий Гіппократ – давньогрецький лікар, реформатор античної медицини, який жив бл. 460 до н. е., на о. Кос – до 377 до н. е. Йому приписують текст лікарської клятви – «Клятви Гіппократа».

Задачу про квадратуру круга геометр Гіппократ намагався розв’язати, виконуючи квадратуру серпків – фігур, обмежених дугами кіл.
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Рис. 1. Найпростіші серпки Гіппократа
Найпростіші серпки Гіппократа можна отримати, якщо у півколо вписати прямокутний рівнобедрений трикутник і на його катетах побудувати півкола (див. рис. 1).
Задача про всі серпки, які можна квадрувати виявилася надзвичайно складною. Її розв’язав математик Микола Григорович Чеботарьов, який народився у 1894 році у м. Кам’янець–Подільський, Хмельницької області; навчався у м. Києві, засновник Казанської алгебраїчної школи.

Він довів, що існує лише 5 видів серпів, які можна квадрувати (включаючи Гіппократів серпок).

Відомо, що площа круга обчислюється за формулою: 
Sкруга=(R2 ,
де R – радіус кола; ( 
[image: image2.wmf]»
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Число ( виникло в геометрії як відношення довжини кола до довжини його діаметра. Вперше позначенням цього числа грецькою літерою π скористався британський математик Джонс (1706), а загальноприйнятим воно стало після робіт Ейлера. Це позначення походить від початкової букви грецьких слів περιφέρεια — оточення, периферія та περίμετρος — периметр.

Довжина кола дорівнює (, якщо його діаметр 1.

Оскільки ( є ірраціональним числом, його не можна точно виразити раціональним дробом, тобто його десяткове представлення є нескінченним та неперіодичним. Також π є трансцендентним числом – тобто числом, яке не задовольняє жодне алгебраїчне рівняння з раціональними коефіцієнтами. З цього випливає, що неможливо розв'язати відому античну задачу про квадратуру круга за допомогою циркуля та лінійки.
Давні цивілізації потребували значення числа π для практичних цілей. У V столітті китайські математики за допомогою геометричних методів його обчислювали до сьомого знаку після коми, а індійські - до п'ятого. Першою точною формулою для числа π є основана на нескінченних рядах формула записана індійськими математиками, що тепер зветься формулою Ляйбніца.

2. Квадратура многокутників
В геометрії квадратура – це побудова квадрата, площа якого дорівнює площі заданої фігури.
Розглянемо квадратуру різних геометричних фігур.

Задача 1. Квадратура прямокутника
Виконати квадратуру прямокутника ABCD зі сторонами a і b.  
[image: image1]
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Рис. 2. Квадратура прямокутника
Розв’язання
У прямокутнику ABCD: AB=CD=a; BC=AD=b.

На продовженні сторони AB, відкладемо від т. A сторону BC=b, тоді: AF=BC=AD=b.

Відрізок BF=BA+AF=a+b – діаметр півкола, де т. O – його центр.

Продовжимо AD і на перетині з півколом отримаємо т. H.

Отримаємо 
[image: image4.wmf]D

BHF, де 
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H – прямий, HA=[image: image7.wmf]b
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 (висота проведена із вершини прямого кута є середнім пропорційним добутку проекції катетів на гіпотенузу), тому HA – сторона шуканого квадрата AHLK і 
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Задача 2. Квадратура паралелограма
Виконати квадратуру паралелограма ABCD.

[image: image9]
Рис. 3. Квадратура паралелограма

Розв’язання
У паралелограма ABCD: AA1=BB1 (висоти паралелограма рівні) і  
[image: image10.wmf]D

CB1B=
[image: image11.wmf]D

DA1A, тому площа паралелограма ABCD дорівнює площі прямокутника ABB1A1.

У прямокутнику ABB1A1: AB=A1B1=a; AA1=BB1=h. На продовженні сторони AB відкладемо від т. A сторону AA1=h, тоді AA1=AF=h.
Відрізок BF= AF+BA=a+h  – діаметр півкола, де т. O  – його центр.

Продовжимо AA1 і на перетині з півколом отримаємо т. H і 
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BHF, де 
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H – прямий, HA=[image: image15.wmf]h
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 (висота проведена із вершини прямого кута є середнім пропорційним добутку проекції катетів на гіпотенузу), тому HA – сторона шуканого квадрата AHLK і 
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Задача 3. Квадратура трикутника
Виконати квадратуру 
[image: image17.wmf]D

ABC з основою AB і висотою СD, проведеною до основи.

[image: image18]
Рис. 4. Квадратура трикутника

Розв’язання
У  
[image: image19.wmf]D

ABC проведемо висоту CD і знайдемо її середину: CO1=O1D.

Оскільки 
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Побудуємо прямокутник AA1B1B рівновеликий 
[image: image21.wmf]D

ABC. Аналогічно квадратурі прямокутника у попередніх задачах B1H=

, тому B1H – сторона шуканого квадрата B1HLK і 
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Задача 4. Квадратура многокутника
Квадрувати чотирикутник ABCD.
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Рис. 5. Квадратура многокутника

Розв’язання
У чотирикутнику ABCD розглянемо 
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ABC і 
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ACD.

У 
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ABC: BB1 – висота і т. O1 – середина висоти, тому: BO1=O1B1.

Оскільки CC1(AC і AA1(AC, то: 
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ACD: DD1 – висота і т. O2 – середина висоти, тому: DO2=O2D1.

Оскільки CC2(AC і AA2(AC, то: 
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, тому: 
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. Аналогічно квадратурі прямокутника у попередніх задачах C1H=

, тому C1H – сторона шуканого квадрата C1HLK і 
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3. Квадратура круга. Гіппократові серпки.
Квадратура круга – задача, що полягає в знаходженні побудови за допомогою циркуля та лінійки квадрата, рівновеликого за площею до даного круга. Оскільки квадрувати круг було важко, розглядали криволінійні фігури – частини круга, зокрема серпки. Квадратуру деяких серпків виконав Гіппократ, тому її і називають Гіппократовими серпками. Тепер вже стало відомо, що квадрувати круг неможливо, оскільки ( – ірраціональне і трансцендентне.
Задача 1. Квадратура круга
Квадрувати круг з радіусом 1.
[image: image74.png]



Розв’язання
Розглянемо круг з центром у т. O і радіусом R=1, тоді: Sкруга=(R2=(·12=(.
Щоб побудувати квадрат із площею (, знайдемо його сторону: Sкруга=(  і S(=(, тому 
[image: image36.wmf]p

   – сторона шуканого квадрата.
Задача 2. Наближене квадрування кола
Квадрувати круг радіуса R.
[image: image38.png]



Розв’язання
Розглянемо круг з центром у т. O і радіусом R=1. Проведемо AB(CD і отримані відрізки AB=CD (як діаметри) є довжиною сторони описаного квадрата A1A2A3A4 навколо круга.

Проведемо діагоналі A1A3 і A2A4 описаного квадрата A1A2A3A4. Точки перетину цих діагоналей з кругом, а саме: т. B1, B2, B3, B4 – є вершинами вписаного квадрата B1B2B3B4 у круг.
Знайдемо середини сторін квадрата B1B2B3B4: т. O1 – середина B2B3; т. O2  – середина B3B4; т. O3 – середина B1B4; т. O4 – середина B1B2 та проведемо кола з центром у цих точках і радіусом  
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Точки перетину С1, С2, С3, С4, С5, С6, С7, С8 цих кіл з кругом радіуса R є точками, які належать сторонам квадрата, що рівновеликий даному кругу. Провівши прямі C1C2, C3C4, C5C6, C7C8 отримаємо квадрат D1D2D3D4, площа якого приблизно дорівнює площі круга радіуса R: 
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Точність цього наближеного методу квадрування круга становить 0,53 %.
Задача 3. Найпростіша задача про Гіппократові серпки
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	Дано: 
[image: image42.wmf]D

ABC – рівнобедрений, прямокутний; AC=CB=a; AC, CB,  AB – діаметри півкіл на сторонах 
[image: image43.wmf]D

ABC.

Знайти: S1 + S2.


Розв’язання
1) Навколо прямокутного 
[image: image44.wmf]D

ABC опишемо півколо з центром в т. О, де т. О – середина гіпотенузи AB; 
2) проведемо півкола з діаметрами AC і CB;
3) Sпівкруга на катеті a = 
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Sпівкруга на гіпотенузі AB = 
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, оскільки AB=
[image: image47.wmf]a

a

CB

AC

×

=

=

+

2

2

2

2

2

;

S
[image: image48.wmf]D

ABC=
[image: image49.wmf]2

2

2

a

CB

AC

=

×

;

[image: image50.wmf]2

2

1

+

=

+

D

ABC

S

S

S

Sпівкруга на катеті a - Sпівкруга на гіпотенузі AB =
[image: image51.wmf]=

=

-

+

2

4

8

2

2

2

2

2

2

a

a

a

a

p

p

 S
[image: image52.wmf]D

ABC.
Отже 
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ABC.
Задача 4. Задача Ібн аль-Хайсама (Alhazen)
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	Дано: 
[image: image56.wmf]D

ABC –прямокутний; AC=a; CB=b; AC, CB, AB – діаметри півкіл на сторонах 
[image: image57.wmf]D

ABC.

Знайти: S1 + S2.


Розв’язання
1) Навколо прямокутного 
[image: image58.wmf]D

ABC опишемо півколо з центром в т. О, де т. О – середина гіпотенузи AB; 

2) проведемо півкола з діаметрами AC і CB;
3) Sпівкруга на катеті a = 
[image: image59.wmf]8

8

2

2

a

AC

p

p

=

;

Sпівкруга на катеті b = 
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Sпівкруга на гіпотенузі AB = 
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ABC.

Отже 
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Коротка історична довідка про Ібн аль-Хайсама. Народився у 965 році. Завдяки своїм видатним здібностям він обіймав у рідній Басрі (Ірак) посаду візира, проте любов до науки спонукала його залишити цю посаду і зайнятися тільки наукою. Ібн аль-Хайсам написав 92 твори, з них 89 присвячені математиці, астрономії, оптиці та механіці. Ібн аль-Хайсаму належать твори «Про квадратуру кола», «Про вимір кулі», «Про побудову семикутника», «Про побудову п'ятикутника, вписаного в квадрат», «Про властивості висоти трикутника, «Про витяг кубічного кореня», «Про параболи», «Про гіперболи», «Про магічний квадрат» та інші.
ВИСНОВКИ
1. Я ознайомився з історичними відомостями про розвиток способів визначення площ різноманітних фігур, зокрема прямокутника, паралелограма, трикутника, чотирикутника.
2. Навчився наближено квадрувати круг.
3. Переконався в необхідності застосування математичних залежностей для потреб практики у повсякденному житті.

4. Закріпив та перевірив набуті знання на практиці.

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ
1. Матеріали української Вікіпедії  http://uk.wikipedia.org/wiki/.
2. Гіппократові серпки в англійській Вікіпедії  https://en.wikipedia.org/wiki/Lune_of_Hippocrates.
3. Alberto Corso. Hippocrates’ Quadrature of the Lune. (presentation). http://www.ms.uky.edu/~corso/teaching/math330/Hippocrates.pdf
4. O’Connor J. J.,  Robertson E. F., Squaring the circle. http://hijos.ru/2011/04/03/kvadratura-kruga/
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